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-オイラー標数を利用して多面体の性質を考察する-
An approach to elementary geometry by the Euler characteristic
- Consider the properties of polyhedrons by using the Euler characterisitc -
原口　忠之
Tadayuki Haraguchi
要旨 (Abstract)
本論文では、抽象的な数学の概念であるオイラー標数を利用して、初等幾何学の代表的な問題 “正多面体の分類”に
ついて指導する方法を紹介する。この指導方法により、中学生でも大学で学ぶような抽象的な数学的概念に触れること
ができ、数学への興味関心を深めることに寄与することができるものと考える。
キーワード : オイラー標数・オイラーの多面体定理・正多面体
I オイラー標数の性質について
多面体を分類する際に、オイラー標数を用いることが有効的であることが知られている。とくにオイラー標数は多面
体に限らず、位相的性質をもつ図形を分類するときにその効果を発揮する。分類という概念については、初等教育では
三角形・四角形・円といった基本的な図形の特徴について学ぶ。さらに、前期中等教育で合同・相似な関係の指導がな
され、図形を分類するための新たな枠組みを学ぶ。ここで、本稿における指導内容においてポイントとなる分類の 1つ
の概念である “同相”について紹介する。ただし、本来の定義には触れず感覚的な定義に留めておく。2つの図形が同
相であるとは、“切ったり・貼ったり”せずに “伸ばしたり・縮めたり”することで互いに同じ図形になるときをいう。言
い換えると、同相とは “連続的に動かして互いに同じ形になる図形は同一視する”という概念である。例えば、次の数
字を 1次元の図形として考えてみる。
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
このとき、これらの図形を同相となる関係で考えると次の 5つに分類することができる。
(1) 1, 2, 3, 5, 7
(2) 6, 9
(3) 4
(4) 8
(5) 0
また、小学校では異なる図形として学習した三角形・四角形・円を位相数学で考えると同相となる。このように単純な
図形であれば、2 つの図形が同相かどうかの区別はできる。しかし、複雑な図形を連続的に動かして、これらが同相で
あるか判断することは困難である。そのため、同相かどうかを判断することができる数学的な道具が必要である。その
ような道具の 1 つがオイラー標数である。ここで、図形の分類に関するオイラー標数の重要な定理と具体的な例を紹介
する。
定理 I.1 2 つの図形が同相であるならばオイラー標数は一致する。
この定理の対偶を考えると、“オイラー標数の値が異なる図形は、同相ではない”ということである。しかし、この定理
の逆は成立しない。つまり、オイラー標数が一致しても同相であるとは限らない。これらの主張について上の例を利用
して考察する。１次元の図形のオイラー標数は、“頂点の個数”と “辺の個数”の間の差の値である。同相ではない 3 つ
の数 0, 1, 6 を頂点と辺を使って表すと下の図のようになる。
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このとき、容易に次のことがわかる。
1. 0のオイラー標数は 4− 4で 0である。
2. 1のオイラー標数は 2− 1で 1である。
3. 6のオイラー標数は 5− 5で 0である。
いま 0と 1のオイラー標数は異なるため、これらは同相ではない。しかし、0と 6のオイラー標数は一致するが、同相
ではない。この例は簡単であるが、複雑な１次元の図形においても頂点の個数と辺の個数を数えるだけで、図形を分類
することの助けになることがわかる。
このように分類の概念を拡張していくことで、オイラー標数のように重要な数学的構造を発見することがある。しか
し、これは一例に過ぎない。数学の理論の幅を広げていくことで、様々な概念や新たな性質を明らかにしていくことは
重要である。
II多面体とオイラー標数の関係について
前章では、１次元の図形の分類に関して、オイラー標数の効果を考察した。この章では、多面体におけるオイラー標
数の定義を与え、多面体を分類するための重要な性質（オイラーの多面体定理）を紹介する。
定義 II.1 多面体とは、4つ以上の複数の多角形で囲まれた立体を表す。ただし、立体の内部は含まない。
つまり、多面体は複数の頂点を結ぶ直線の辺と、その辺に囲まれた面によって構成される。以下、多面体 K の頂点、
辺、面の個数をそれぞれ γ0(K)、γ1(K)、γ2(K)で表す。（とくに、K が平面上の多角形の集まりでも同様に考える。）
定義 II.2（オイラー標数）多面体K のオイラー標数 χ(K)を次のように定める。
χ(K) = γ0(K)− γ1(K) + γ2(K)
次にオイラー標数の代表的な性質を述べる。ただし、次の結果の証明方法は [2]を参考にしている。
定理 II.3（オイラーの多面体定理）任意の多面体K に対して、次の条件が成り立つ。
χ(K) = 2
証明 多面体K の 1つの面を取除いたものを平面上に引き延ばした図形をK ′ とするとき、
χ(K ′) = γ0(K ′)− γ1(K ′) + γ2(K ′) = 1
を示せばよい。以下の図はあくまで具体例である。
図 : K ′
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次にK ′ の各頂点から対角線をひき、K ′ を三角形で分割する。この図形をK ′′ とする。このとき，K ′ に１つの対角線
を引くと、１つの辺と１つの面が増える。多角形の数は有限個より、追記した対角線の数を n個とすると、次の等式を
得る。
χ(K ′′) = γ0(K ′)− (γ1(K ′) + n) + (γ2(K ′) + n) = χ(K ′) (1)
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図 : K ′′
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次に、K ′′ の一番外側の辺を 1つ取除いたときの図形を K1 とするとき、1つの辺と 1つの面がなくなるため、計算式
(1)に注意すると
χ(K1) = γ0(K1)− γ1(K1) + γ2(K1)
= γ0(K
′′)− (γ1(K ′′)− 1) + (γ2(K ′′)− 1)
= χ(K ′′) = χ(K ′)
が成り立つ。
図 : K1
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以下、下の図のようにK1 から辺 a、辺 bを取除いていったときの図形をK2 とするとき、同様の議論で
χ(K2) = χ(K
′) (2)
が成り立つ。
図 : K2
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このとき、上の図のような K2 の辺 cを取除いたときの図形を K3 とするとき、K2 から頂点が 1個、辺が 1個だけ減
少するため、計算式 (2)に注意すると
χ(K3) = γ0(K3)− γ1(K3) + γ2(K3)
= (γ0(K2)− 1)− (γ1(K2)− 1) + γ2(K2)
= χ(K2) = χ(K
′) (3)
が成り立つ。
図 : K3
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以下、この操作を繰り返していくとき、下の図形 K˜ のように三角形になる。
図 : K˜
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このとき、この操作は有限回であり計算式 (3)に注意すると K ′ と K˜ のオイラー標数が一致することは容易にわかる。
よって、次の計算結果を得る。
χ(K ′) = χ(K˜)
= 3− 3 + 1 = 1
したがって χ(K) = 2が成り立つ．□
III 正多面体の個数について
最後に正多面体が 5個しかないことをオイラーの多面体定理を利用して証明する。この性質は [1]、[2]に紹介されて
いる。
定義 III.1 正多面体であるとは次の条件を満たすときをいう。
1. 全ての面が合同な正多角形で構成されている。
2. 全ての頂点から同じ個数の辺が出ている。
定理 III.2 正多面体K は 5つしか存在しない。
証明 正多面体 K は p 個の正 m 角形で構成され、1 つの頂点からは n 個の辺が出ているとする。このとき、
m ≧ 3, n ≧ 3であることは容易にわかる。また、K 上の各辺に辺を重ねると，１つの頂点に対して n個の辺が増加
するため
nγ0(K) = 2γ1(K) = mp
が成り立つ。よって γ0(K) =
mp
n
, γ1(K) =
mp
2
であり、オイラーの多面体定理 (定理 II.3)を利用すると
γ0(K)− γ1(K) + γ2(K) = 2
mp
n
− mp
2
+ p = 2
(2m−mn+ 2n)p = 4n (4)
が成り立つ。p > 0, 4n > 0より 2m−mn+ 2n > 0 である。m ≧ 3に注意すると
2n > m(n− 2) ≧ 3(n− 2) = 3n− 6
つまり 2n > 3n− 6より n < 6を満たす。このとき、3 ≦ n < 6より n = 3, 4, 5となる。
(i) n = 3のとき (4)より (6−m)p = 12となる。この条件を満たす自然数の組 (m, p)は、m ≧ 3に注意すると
(m, p) = (3, 4), (4, 6), (5, 12)
となる。
(ii) n = 4のとき (4)より (4−m)p = 8となる。この条件を満たす自然数の組 (m, p)は
(m, p) = (3, 8)
となる。
(iii) n = 5のとき (4)より (−3m+ 10)p = 20となる。この条件を満たす自然数の組 (m, p)は
(m, p) = (3, 20)
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となる。したがって (i), (ii), (iii)より (2m−mn+ 2n)p = 4nを満たす自然数の組 (m,n, p)は
(m,n, p) = (3, 3, 4), (3, 4, 8), (3, 5, 20), (4, 3, 6), (5, 3, 12)
となる。これは正 4面体、正 6面体、正 8面体、正 12面体、正 20面体の 5個しか正多面体が存在しないことを示し
ている。□
最後に
筆者は、中学生のときに正多面体が 5個しか存在しないことを知識として学んだ。当時 “なぜ 5個しか存在しないの
か？”と非常に興味をもったことを覚えている。思い返すと、このときの強い好奇心が数学の世界を目指すきっかけと
なり、位相幾何学という専門分野の選択に繋がったのかもしれない。
現在、教育現場に携わる中で、数学（算数）を苦手にしている学生の数の多さを実感している。しかし、私のように
1つの “好奇心”や “きっかけ”が影響して数学を好きになったり、得意になったりする可能性もある。本稿がその 1つ
の “きっかけ”になれば幸いである。
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